Schranken fiir die Nullstellen
komplexwertiger Polynome

Abstract. In diesem Paper werden drei neue Nullstellenschranken angegeben. Einzuorden sind
diese Sétze in der analytischen Theorie der Polynome. Diese Theorie befafit sich mit den Eigen-
schaften von komplexwertigen Polynomen, die als besondere analytische (holomorphe) Funk-
tionen aufgefafit werden.

Ein grofler Teil der analytischen Theorie der Polynome, beschéftigt sich damit,
Kreisbereiche K mit Mittelpunkt z; zu bestimmen, so dafl entweder alle oder
mindestens p (1 < p < n) Nullstellen von f, ein komplexwertiges Polynom n-ten
Grades, im Inneren oder auf dem Rand dieses Kreises liegen. Dabei hiingen diese
Schranken von den Koeffizienten des vorgelegten Polynoms ab. Formal kann dies
folgendermaflen formuliert werden:

Es sei

f:0—C f2)=) a2 a€Cn>L

i=0
Konstruiere eine Schranke & = S(ag, a1, ..., a,), so dafl entweder alle oder min-
destens p (1 < p < n) Nullstellen von f im Kreisbereich

K(20,S8(ag,a1,...,a,)) :=4{z € C||z — 2| < S(ag,ai,...,a,)}

liegen, wobei man 0.B.d.A zy = 0 setzen kann.



1 Neue Schrankensitze

Man betrachte die Abschiatzung fiir den Betrag von f

|f(Z)| = |anzn+an,lz”*1+...+ao|
> ap||2]" = |ap—12"" + -+ ag
> apl|2|™ = {|an<1||z|" '+ -+ |ag]}.
Es sei M := max i Es fOlgt
0<j<n—1|ay,

F)] 2 anllz]" = {lan—|l2]"™" + - + |aol}
Ay, — a
= mwhﬂ"—{|"”vwl+-~+'“
|an| |an|
> an| [|2" = M{Jz[""" + -+ 1]

Im weiteren wird die bekannte Hélderungleichung
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fir a;,0;, >0,5=1,2,---,n,p,¢g> 1 und %+% = 1 benutzt.
Mit der Holderungleichung (s. [1]) folgt weiter
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im Falle |z| > 1. Es folgt | f(z)| > 0, falls

1

(=P = 1)% — Mns >0 < |z] > (1 + Mprﬁ)” ,

Damit hat man den folgenden Satz erhalten.

Satz 1 FEs seien p,q > 1 und es gelte %+% = 1. Dann liegen alle Nullstellen des
Polynoms

f(2)=a,2" +a, 12" '+ tag,a, #0,n>1,a0€C,i=0,1,---,n
3L
im Kreisbereich K (0, {1 +Mpn5}p>, wobei M mit

M = 4

0<j<n—1

an

bezeichnet wird.
Als triviale Folgerung gilt auch

Corollar 2 Fs seien p,q > 1 und es gelte %+% = 1. Dann liegen alle Nullstellen
des Polynoms

f(Z):anzn+an_lzn_1+.--+a0,an%o,nzl,a/Z'E@,i:O,]_’...,n
im Kreisbereich K (0,1 + Mi”n%),

Der néchste Satz gibt eine Nullstellenschranke an, die wiederum von positiven
Nullstellen eines Begleitpolynoms abhéngt.

Satz 3 FEs set das Polynom
f(Z) :anzn—Fan,lz"*l—F""i‘aOa an %0, a/k E (D, k:o,l,...,n.

Alle Nullstellen von f liegen im Kreisbereich K (0, max(1,d)), wobei § die von 1
verschiedene positive Wurzel der Gleichung

2" = 1+ M)|2" + M =0

bezeichnet.



Beweis: Wieder ausgehend von
[f)] = lan] [J2* = M{[["" + -+ 1}]
erhilt man
F@ = lan| [l = M{|2"7" + - +1}]
= ol fleP - M=

2] =1
2" = 2" (1 + M) + M
[ .
2] =1

Definiere
F(z) = |2|"™ = |2]"(1 + M) + M.

Nach der Vorzeichenregel von Descartes (s. [2]) folgt, daBl F' genau zwei positive
Nullstellen besitzt.

Da
Fl)y=1-(14+ M)+ M =0,

ist 2 = 1 Nullstelle von F'. Es gilt aulerdem
sign{F(0)} = 1.

Weil F' genau zwei positive Nullstellen 1 und ¢ besitzt, folgt
sign{F'(00)} = 1.

Damit ist also

|F(2)] > 0 und deswegen |f(z)| >0, fiir |z| > max(1,?).
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